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I n t e r s e c t i o n s  o f  C o r n e r  P o l y h e d r a *  

D a v i d  E .  B e l l  

A b s t r a c t  

The  a i m  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  p r e s e n t  some r e s u l t s  
c o n c e r n i n g  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  
c o r n e r  p o l y h e d r a  a n d  i t s  r e l a t i o n  t o  t h e  i n t e g e r  
p o l y h e d r o n  f o r  t h e  g e n e r a l  l i n e a r  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  
p r o b l e m .  I n  p a r t i c u l a r  a  t h e o r e m  p r o v e d  e a r l i e r  
c o n c e r n i n g  s u c h  i n t e r s e c t i o n s  f o r  l o w  d i m e n s i o n a l  
p r o b l e m s  w i l l  b e  p r o v e d  h e r e  a s  a  s p e c i a l  c a s e  o f  
t h e o r e m s  f o r  h i g h e r  d i m e n s i o n s .  

1. I n t e g e r  P r o g r a m m i n g  B a c k ~ r o u n d  

F o r  a n  m x ( n  + m) i n t e g e r  m a t r i x  A a n d  i n t e g e r  m v e c t o r  

b ,  l e t  

t h e n  t h e  l i n e a r  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m  i s  

M i n i m i z e  cw 

D e f i n e  

w h e r e  I C S  = { 1 , 2 , 3 , . -  . , n  + m).  T h e n  t h e  c o n v e x  h u l l  o f  w ( s ) ,  

d e n o t e d  [ w ( s ) ] ,  i s  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  f o r  ( 1 . 1 )  w h i c h  may 

b e  w r i t t e n  a s  

M i n i m i z e  cw 

 his i s  a d a p t e d  f r o m  my d i s s e r t a t i o n  s u p e r v i s e d  b y  
P r o f e s s o r  J . F .  S h a p i r o  a: t h e  M a s s a c h u s e t t s  I n s t i t u t e  o f  
T e c h n o l o g y  O p e r a t i o n s  R e s e a r c h  C e n t e r .  



An a i g o r i t h m  i n  B e l l  a n d  F i s h e r  [l] s u g g e s t e d  r e p l a c i n g  t h e  

l n t e g e r  p o l y h e d r o n  i n  ( 1 . 2 )  b y  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  p o l y h e d r a  

o f  t h e  f o r m  [ w ( I ) ]  w h e r e  {w. i d 1 1  f o r m s  a  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  
1 ' 

b a s i s  f o r  ( 1 . 1 ) .  A r e s u l t  o f  t h a t  p a p e r  was  t h a t  f o r  t h e  l o w  

d i m e n s i o n a l  c a s e s  n  = 0 , 1 , 2  t h e  t w o  p r o b l e m s  w e r e  e q u i v a l e n t ,  

t h a t  i s  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  a n d  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  

c o r n e r  p o l y h e d r a  a r e  e q u a l .  

T h i s  p a p e r  w i l l  p r e s e n t  some f u r t h e r  r e s u l t s  o n  t h e  

c o n n e c t i o n  b e t w e e n  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  a n d  i n t e r s e c t i o n s  o f  

r e l a t e d  p o l y h e d r a  a n d  h o p e f u l l y  w i l l  l a y  a  f o u n d a t i o n  f o r  

f u r t h e r  work  i n  t h i s  a r e a .  

2 .  G e n e r a l i z e d  C o r n e r  P o l y h e d r a  

S i n c e  t h e  s e t  W l i e s  i n  a n  n - d i m e n s i o n a l  a f f i n e  s p a c e ,  

t a k e  a  b a s i c  s e t  o f  v a r i a b l e s  y ,  w h e r e  w = ( Y ,  x )  a n d  

y  = b  - Nx a n d  l e t  

X = { x  I x  i n t e g r a l ,  b  - N t  i n t e g r a l )  . 

The s e t  X c o m p l e t e l y  d e f i n e s  W a n d  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  p a p e r  

w i l l  b e  i n  t e r m s  o f  t h e  x ,  r a t h e r  t h a n  t h e  w ,  v a r i a b l e s .  The s e t s  

a r e  e q u i v a l e n t .  

C a l l  h ( I ) ] a  g e n e r a l i z e d  c o r n e r  p o l y h e d r o n  o f  o r d e r  1 11. 

T h u s  t h e  n o r m a l  c o r n e r  p o l y h e d r a  a s s o c i a t e d  w i t h  L . P .  b a s e s  a r e  

c o r n e r  p o l y h e d r a  o f  o r d e r  n .  D e f i n e  a  f u n c t i o n  r ( n ,  m) t o  b e  

t h e  s m a l l e s t  number  s u c h  t h a t  



f o r  a l l  p r o b l e m s  o f  t h e  f o r m  ( 1 . 1 ) .  

The  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s  h o l d  f o r  t h i s  f u n c t i o n .  

P r o p o s i t i o n  2 . 1 .  The c a s e  n = 0 ,  m = 0  i s  m e a n i n g l e s s ,  

o t h e r w i s e  

i i i )  r ( n ,  m) 2 n + 1 , n  > 3 , m > O  

P r o o f .  i) i s  e v i d e n t  s i n c e  I S  I = n + m . 

i i )  f o l l o w s  f r o m  t h e  work  i n  il] b u t  w i l l  b e  p r o v e d  

a g a i n  l a t e r  i n  C o r o l l a r y  3 . 6 .  

i i i )  C o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  
Max 3x  + 3 y  + 42 

s . t .  45x  + 51y  + 602 + 8w = 244  

w , x , y , z  > 0 a n d  i n t e g r a l ,  

O p t i m a l  i n t e g e r  s o l u t i o n s  a r e  ( 4 , 0 , 0 , 8 ) ,  ( 0 , 0 , 3 , 8 ) ,  ( 0 , 4 , 0 , 5 )  

e a c h  w i t h  v a l u e  1 2 .  Howeve r ,  t h e  p o i n t  ( 1 ; , 1 3 , 1 , 5 )  w i t h  v a l u e  

1 3  l i e s  i n  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  f o u r  c o r n e r  p o l y h e d r a  o f  

o r d e r  3 ,  w i t h  r e p r e s e n t a t i o n s  



H e n c e  r ( 3 ,  1 )  > 4. G e n e r a l i z i n g  t h e  e x a m p l e  b y  s u b s t i t u t i n g  

W = w 
1 + W 2  +,. . . ,  W 

w h e r e  ( 1 ~ , 1 ~ , 1 , 5 , 0 , 0  ,..., 0 )  i s  a l w a y s  
n-2 

i n  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  a l l  c o r n e r  p o l y h e d r a  o f  o r d e r  n ,  s h o w s  

t h a t  r ( n ,  1 )  > n  + 1 f o r  a l l  n .  T o g e t h e r  w i t h  p a r t  ( i v )  o f  

t h i s  p r o p o s i t i o n  t h i s  g i v e s  t h a t  r ( n ,  m) > n  + 1. 

i v )  T h i s  w i l l  r e q u i r e  t h e  f o l l o w i n g  lemma.  

Lemma 2.2.  I f  W may b e  p a r t i t i o n e d  a s  ( U  x V ,  T ) ,  t h a t  i s  -- 

1 2  w1 = ( u l ,  v l ,  t )  a n d  w2 = ( u 2 ,  v 2 ,  t j  E W i m p l i e s  ( u  , v  , t )  

2  1 
a n d  ( u  , v  , t )  E W ,  t h e n  

[ x ( ~  _> o ,  v > o ,  t I  > 011 = [X(U 2 0 ,  t I  _> 011 n [X(V 1 0 ,  t I  > o q  
w h e r e  t I  i s  a  s u b s e t  o f  t h e  t v a r i a b l e s .  

P r o o f  o f  t h e  Lemma. The p r o o f  w i l l  a s s u m e  t h a t  T  i s  e m p t y ,  

b u t  i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  n c  g e n e r a l i t y  i s  l o s t .  

S i n c e  X ( U  > 0 ,  v  > 0 )  i s  a  s u b s e t  o f  b o t h  X ( U  > 0 )  a n d  

X ( V  > 0 )  t h e n  

[X (U 2 0 ,  v 2 o ) J  c CX(U _> 0 ) ] n  [x(, 2 o ) ]  . 

L e t  

Then  
1 

o  o -i . i -i 
( u  , v ) = Z ,A,(u1, v  ) w i t h  ( u  , v  ) E X ( U  > 0 )  

a n d  

-i i 
( u O ,  v O )  1 p i ( u  , v  ) w i t h  ( i i ,  v i )  x ( ~  0 )  , 

i =l 



w i t h  

2  

i -i i 
N O W  ( u  , v  ) ,  ( iJ,  v J )  E W i m p l i e s  ( u  , v J )  E W f o r  a l l  i ,  j 

s i n c e  W = U x V .  S i n c e  

a s  r e q u i r e d .  

P r o o f  o f  ( i v )  . Take a  p r o b l e m  w i t h  d i m e n s i o n s  n 2 ,  m 2 ,  a n d  add a  

d i s j o i n t  s e t  o f  ml - m2 c o n s t r a i n t ' s  i n  n  + m 
1 

- n 2  - m2 a d d i t i o n a l  

v a r i a b l e s  t h a t  h a v e  a t  l e a s t  o n e  i n t e g e r  s o l u t i o n .  I f  

ml = m,., add  a  z e r o  co lumn f o r  e a c h  new v a r i a b l e  t o  t h e  
C 

e x i s t i n g  c o n s t r a i n t s .  I f  u  i s  t h e  s e t  o f  o l d  v a r i a b l e s  and 

v  t h e  new,  t h e n  t h e  new W i s  a  c a r t e s i a n  p r o d u c t  o f  t h e  o l d  

s e t  W and t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  added  c o n s t r a i n t s .  

Now 

= /7 [XC I ) ]  by d e f i n i t i o n  o f  r ( n  
1 1 \ = r ( n  1 *ml ) 1- ml) 



I f  [ x (? ) ]  i s  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  f o r  t h e  s m a l l e r  p r o b l e m  t h e n  

[x(s)l = [ x ( S ) l  c ( 2 . 2 )  

f o r  some s e t  C .  Compar ing  ( 2 . 1 )  and  ( 2 . 2 )  we h a v e  

Hence 

v )  The c a s e  f o r  m = 0  f o l l o w s  s i n c e  with no  e q u a t i o n s  

r e s t r i c t i n g  t h e  v a r i a b l e s  a l l  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r  s o l u t i o n s  

a r e  f e a s i b l e  a n d  

n  +m 
[ ~ ( w  >_ 0 ) ] =  A [X(wi >_ 011 by u s e  o f  t h e  lemma , 

i=1 

b u t  t h i s  r e l a t i o n  i s  p r e c i s e l y  t h e  s t a t e m e n t  t h a t  r ( n ,  0 )  = 1. 



3 .  The S t r u c t u r e  o f  t h e  S e t  o f  I n t e g e r  S o l u t i o n s  

R e c a l l  t h a t  

X = I x  I x  i n t e g r a l ,  Nx - b  i n t e g r a l ]  . 
1 

i e r i c e  i f  x  ,. .. , x k  E X a n d  a l , . .  . , a k  a r e  a n y  i n t e g e r s ,  t h e n  

i k  
x0  = C a . x  w i l l  b e  i n  X if C a .  = 1, s i n c e  x 0  i s  e v i d e n t l y  

i= l  i=1 
i n t e g r a l  and  

k  
i s  a l s o  i n t e g r a l  i f  ( C a i  - l ) b  i s .  

i=1 

A l a t t i c e  may b e  d e f i n e d  a s  a  s e t  L i n  R~ w h i c h  s a t i s f i e s  

i )  x , y E L  j X _ + y E L  

1 n  i i )  t h e r e  e x i s t s  a  b a s i s  x  ,... x  E L  f o r  w h i c h  

n  
L = I x  I x  = a l x l  +..a + a n x  f o r  i n t e g e r s  a  l , - .  • , a n )  

i i i )  f o r  some number  d  > 0 , x  E L  

0 2 I l x  - y l l  < d 3 Y  d L. 

The s e t  X i s  n o t  a  l a t t i c e  s i n c e  ( i ) ,  ( i i )  h o l d  o n l y  i f  b  i s  

i n t e g r a l  ( i t  i s  h o w e v e r ,  a  q u o t i e n t  l a t t i c e ) .  

P r o p o s i t i o n  3 . 1 .  T h e r e  e x i s t s  a  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  T : X -+ Y 

f o r  w h i c h  Y i s  a  l a t t i c e .  Y may b e  c h o s e n  a s  t h e  i n t e g e r  l a t t i c e .  

P r o o f .  The  f o l l o w i n g  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  Gram-Schmid t  p r o c e s s .  

1 n  
L e t  x  , . . .  ,x E X b e  a n y  s e t  o f  i n d e p e n d e n t  p o i n t s ,  t h u s  d e f i n i n g  

a  u n i q u e  h y p e r p l a n e  



L e t  

and  l e t  

- < = s u p  C a i x i  . 
X E  X 

n  
I f  M i s  t h e  m a t r i x  ( x l  ,,.. . ,x ) t h e n  a  = bi.M-l a n d  

C a i x i  
i s  r a t i o n a l  f o r  a l l  x  E X and  

s o t h a t  B > B  . 
L e t  

* a i  a . = -  D b* = - . 
11 1 R - B  ' B - 2  

t h e n  a l l  x  E X s a t i s f y  

* * 
C a l i x i  ' bl (modu lo  1) , 

i=l 

f o r  o t h e r w i s e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  show t h e  e x i s t e n c e  o f  a  p o i n t  

x0 E X s u c h  t h a t  

- 
< < C a.x" 1 1  < which  i s  i m p o s s i b l e  by ( 3 . 1 ) .  

n  + l  Now c h o o s e  a n y  p o i n t  x  n o t  s a t i s f y i n g  

and  fo rm a n o t h e r  s e t  o f  n  i n d e p e n d e n t  p o i n t s  w i t h  n  - 1 p o i n t s  

1 f r o m  ( x  ,..., x n ) .  The p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  s o  t h a t  e v e n t u a l l y  

* Y 
f o r  some r e a l  n  x n  m a t r i x  A and  v e c t o r  b  a l l  e l e m e n t s  o f  

X w i l l  s a t i s f y  

A*X i b* (mod 1) 



a n d  

iL 
x = {x  I A*X - b  i s  i n t e g r a l )  . 

D e f i n e  

y = I y  I y = A f x - b *  , X E X )  

t h e n  Y i s  t h e  r e q u i r e d  s e t  a n d  i s  e a s i l y  c h e c k e d  t o  be  t h e  

l a t t i c e  o f  a l l  i n t e g e r  p o i n t s .  I I 

An n -cube  w i l l  b e  d e f i n e d  a s  t h e  s e t  o f  2n  s o l u t i o n s  o f  

t h e  f o r m  

w h e r e  c  b* (mod 1 )  i s  some c o n s t a n t  v e c t o r  a n d  6 i s  a n y  

v e c t o r  o f  0 ' s  a n d  1 ' s .  

D e f i n e  t h e  f u n c t i o n  6  : X + { 0 , l l n  by  t h e  r e l a t i o n  

* 
6 ( x )  = A x  - b*  (mod 2 ) .  

1 1 2  
P r o p o s i t i o n  3 . 2 .  F o r  x  , x 2  E X , 6 ( x  ) = 6:x ) i f  a n d  o n l y  i f  I 

P r o o f .  

S i n c e  

i 
A*xi b* + 6 ( x  ) (mod 2 )  i = 1 , 2  

t h e n  

Afxl + A * x 2  2 b * + 6 ( x 1 )  + 6 ( x 2 )  (mod 2 )  . ( 3 . 2 )  



Thus i f  

t h e n  

and 

2  
6 ( x1 )  = 6 ( x  ) , 

+ A * X ~  : 2bf  (mod 2 )  

* 2  
; (A f x1  + A x  ) b* (mod 1) 

s o  t h a t  

x1 + x 2  
C o n v e r s e l y  i f  E X ,  t h e n  ( 3 . 3 )  i s  t r u e  s o  t h a t  i n  ( 3 . 2 )  2  

6 ( x1  ) + 6 ( x 2 )  5 0  (mod 2 )  

h e n c e  

Theorem 3 . 3 .  L e t  C C R" b e  a  c o n v e x  s e t  c o n t a i n i n g  a n  

( n  - 1 ) - c u b e  o f  X i n  a h y r ~ e r p l a n e  t x  = t . I f  k *  i s  t h e  s m a l l e s t  

p o s i t i v e  i n t e g e r  s u c h  t h a t  

X k f  = {X E X I t x  = to  - k") 

i s  non empty  and  C n Xpr+ = 0 .  t h e n  

t x  2 to  f o r  a l l  x  E C n X . 

P r o o f .  W i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  i t may b e  assumed  t h a t  X 

i s  t h e  i n t e g e r  l a t t i c e  ( ~ r o p o s i t i o n  3 . 1 1 ,  t h a t  t h e  h y p e r p l a n e  

i s  x  = 0 ,  a n d  t h a t  t h e  n  -1  cube  i s  t h a t  c o n s i s t i n g  o f  p o i n t s  1 



1 
*n-1 

x , . . .  , X w i t h  0 a n d  1 e n t r i e s .  

0 S u p p o s e  t h e r e  i s  a p o i n t  x  E C X s a t i s f y i n g  

t x O  = t o  - k ( x  = - 
1 

k) f o r  some k > 2 .  C o n s i d e r  t h e  c o n v e x  

0 1 
2 n - 1  

h u l l  o f  t h e  p o i n t s  {x , x , . . .  ,x a n d  i t s  i n t e r s e c t i o n  

w i t h  t h e  p l a n e  x  = - 
1 1. T h i s  c o n s i s t s  o f  a l l  p o i n t s  x  

s a t i s f y i n g  

s i n c e  x0  i s  i n t e g r a l ,  e a c h  o f  t h e s e  i n t e r v a l s  m u s t  c o n t a i n  an 

i n t e g e r  a n d  h e n c e  t h e  i n t e r s e c t i o n  mus t  c o n t a i n  a n  i n t e g r a l  

p o i n t .  T h i s  i s  a  c o n t r a d i c t i o n  t o  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  

C (7 X +  was emp ty  a n d  s o  t h e  p o i n t  x0 c a n n o t  e x i s t .  k I I 



I f  t h e  c o n v e x  s e t  o f  t h e  t h e o r e m  i s  a  c o r n e r  p o l y h e d r o n  

t h i s  means  t h a t  i f  t x  = t - 1 c o n t a i n s  no  e l e m e n t s  o f  ~ ( 1 )  

t h e n  t x  = to  i s  a f a c e  o f  t h e  p o l y h e d r o n .  I f  a  f a c e  o f  t h e  

i n t e g e r  p o l y h e d r o n  i s  t o  b e  a  f a c e  o f  t h e  i n t e r s e c t i o n  

p o l y h e d r o n  t h e n  it mus t  b e  t h e  f a c e  o f  some c o r n e r  p o l y h e d r o n .  

Hence  i f  i t  c o n t a i n s  a n  ( n  - 1 ) - c u b e ,  t h e n  i f  a  s u b s e t  I C_ 5 c a n  

b e  f o u n d  s u c h  t h a t  

{ x E X I  t x = t , - 1  , x 1 > 0 1  

i s  e m p t y ,  t h e n  t h e  c o r n e r  p o l y h e d r o n  [x ( I ) ]  w i l l  c o n t a i n  t h a t  f a c e .  

Theorem 3 . 4 .  I f  F i s  a  f e a s i b l e  r e g i o n  d e f i n e d  b y  n  + m  l i n e a r  

c o n s t r a i n t s  a n d  F n X = 0, a n d  i f n  + m  > 2" t h e n  t h e r e  e x i s t s  

a s u b s e t  I o f  t h e s e  c o n s t r a i n t s  h a v i n g  a  f e a s i b l e  r e g i o n  F 

s u c h  t h a t  

i i )  1 1 1  2 2" 

i i i )  ? ~ X = O  . 

P r o o f .  It c a n  b e  s e e n  r e a d i l y  f o r  t h e  c a s e  n = 1 .  I n  g e n e r a l ,  

l a b e l  e a c h  e l e m e n t  o f  X w i t h  t h e  i n d i c e s  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  

w h i c h  i t  v i o l a t e s .  L e t  I b e  t h e  s e t  o f  a l l  c o n s t r a i n t s  f o r  

w h i c h  t h e r e  i s  some p o i n t  w h i c h  v i o l a t e s  o n l y  t h a t  o n e  c o n s t r a i n t .  

Then  a l l  p o i n t s  i n  X w h i c h  v i o l a t e  no  c o n s t r a i n t  i n  I mus t  h a v e  

a t  l e a s t  two  l a b e l s .  Thus  a n y  o n e  c o n s t r a i n t  n o t  i n  I may b e  

r e m o v e d  e n t i r e l y  w i t h o u t  a n y  p o i n t  i n  X b e c o m i n g  f e a s i b l e .  Now 

t h e r e  may b e  some new p o i n t s  w i t h  o n l y  o n e  l a b e 1 , I  i s  u p d a t e d  

a n d  t h e  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  u n t i l  a l l  t h e  c o n s t r a i n t s  a r e  e i t h e r  



i n  I o r  h a v e  b e e n  r e m o v e d .  

The c l a i m  i s  t h a t  1 1 1  < 2 n .  S u p p o s e  t h e  c o n t r a r y  i s  t r u e .  

The  p r o o f  w i l l  show a  c o n t r a d i c t i o n  b y  c o n s t r u c t i n g  a n  i n f i n i t e  

s e q u e n c e  o f  < i s t i n c t  e l e m e n t s  o f  X l y i n g  i n  a  b o u n d e d  r e g i o n ,  

w h i c h  i s  c l e a r l y  i m p o s s i b l e .  

N o t e  t h a t  f o r  e a c h  c o n s t r a i n t  r e m a i n i n g  ( t h a t  i s ,  i n  I )  

t h e r e  e x i s t s  a t  l e a s t  o n e  p o i n t  o f  X w h i c h  v i o l a t e s  o n l y  t h a t  

c o n s t r a i n t .  C h o o s e  ) I (  s u c h  p o i n t s ,  o n e  f o r  e a c h  c o n s t r a i n t  

f o r m i n g  a  s e t  P .  S i n c e  1 1 1  i s  f i n i t e ,  t h e  s e t  [PI i s  b o u n d e d  

a n d  [PI fl X i s  f i n i t e .  

C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  c o n s t r u c t i o n .  S i n c e  ( P I  > 2 n  

1 2  t h e r e  m u s t  e x i s t  t w o  p o i n t s  x l ,  x 2  E P  f o r  w h i c h  6 ( x  ) = 6 ( x  ) .  
2  

BY ~ r o p o s i t i o n  3 . 2  r0 = 'l + C X. S u p p o s e  t h a t  x1 v i o l a t e s  

c o n s t r a i n t  i ,  x 2  v i o l a t e s  c o n s t r a i n t  j ( r e m e m b e r  j # i )  t h e n  

x0  m u s t  v i o l a t e  c o n s t r a i n t  i o r  j o r  b o t h .  I t  c a n n o t  v i o l a t e  a  

t h i r d  c o n s t r a i n t  k s i n c e  t h e n  x1 o r  x 2  m u s t  a l s o .  

Now p e r f o r m  t h e  f o l l o w i n g  u p d a t i n g  p r o c e s s .  

i )  I f  x0  v i o l a t e s  o n l y  i ,  l e t  P' = P - ( x l l  + t x O l .  

0 
i i )  I f  x  v i o l a t e s  o n l y  j ,  l e t  P' = P  - ( x 2 1  + ( x O l .  

i i i )  I f  x0 v i o l a t e s  i a n d  j r e p l a c e  t h e  i t h  c o n s t r a i n t  

i n  t h e  p r o b l e m  b y  

W i  2 xp 

( o r  b y  wi > b i  - N.xO i n  some c a s e s ) .  

E v e r y  p o i n t  w h i c h  s a t i s f i e s  w > 0 s a t i s f i e s  wi > x p  b e c a u s e  
1 - 

x0 < 0 b u t  x1 s t i l l  v i o l a t e s  i t  b e c a u s e  x2 > 0 a n d  i 



2  
x f  = 2x0 - x 2  < x ? .  I n  t h i s  c a s e  l e t  P1 = P  - ( x  ) + { x O ) .  i 

The c h a n g e d  c o n s t r a i n t  i s  o n l y  a t e m p o r a r y  c o n s t r u c t i o n  f o r  t h e  

p r o o f .  

1 Now I P  I = l P l  > 2" and  e a c h  e l e m e n t  o f  P1 v i o l a t e s  e x a c t l y  

one  c o n s t r a i n t  o f  I a n d  e a c h  c o n s t r a i n t  o f  I i s  v i o l a t e d  by 

1 
e x a c t l y  o n e  p o i n t  i n  P  . Hence a  s e t  P2 may be  c o n s t r u c t e d  i n  

t h e  same manner  a n d ,  s i n c e  t h e r e  i s  no s t o p p i n g  c o n d i t i o n  t h e  

k 
s e q u e n c e  { P  1 w i l l  b e  i n f i n i t e  w i t h  P k + l  C [Pk] wh i ch  i s  

i m p o s s i b l e  by  t h e  f i n i t e n e s s  o f  [ P ] n  X .  T h i s  c o n t r a d i c t s  t h e  

b a s i c  a s s u m p t i o n  t h a t  1 1 1  > 2 n .  The f e a s i b l e  r e g i o n  d e f i n e d  

by t h e  o r i g i n a l  c o n s t r a i n t s  o f  I i s  F .  1 1  

The f o l l o w i n g  r e s u l t  now c o m b i n e s  t h e  l a s t  two t h e o r e m s  

t o  g i v e  c o n d i t i o n s  u n d e r  wh i ch  a  f a c e  o f  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  

w i l l  be a  f a c e  o f  a  l o w e r  o r d e r  c o r n e r  p o l y h e d r o n .  

Theorem 3 . 5 .  I f  a  f a c e  o f  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  c o n t a i n s  a n  

i n  - 1 ) - c u b e ,  t h e n  i t  i s  a l s o  a  f a c e  o f  some c o r n e r  p o l y h e d r o n  o f  

o r d e r  (I( , s a t i s f y i n g  

( I  ( 5 min ( n  + m ,  n  - 1 
) .  

P r o o f .  S i n c e  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  h a s  o r d e r  n + m ,  111 2 n  +m 

i s  c l e a r .  I f  n + m  > 2"-l a n d  i f  t h e  f a c e  i s  t h e  h y p e r p l a n e  

t x  = t t h e n  i f  F i s  t h e  L.P. f e a s i b l e  r e g i o n  f o r  t h e  p r o b l e m ,  

a n d  by Theorem 3 . 4  t h e r e  i s  a  s u b s e t  o f  2"- l  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  

wh i ch  a l s o  g i v e s  a  f e a s i b l e  r e g i o n  F s a t i s f y i n g  

F n x n  { X  1 t ~ =  t - 11 = @ . 
0 



n-1 C o n s i d e r  t h e  c o r n e r  p o l y h e d r o n  wh i ch  e n f o r c e s  t h e s e  2  

c o n s t r a i n t s .  A l l  t h e  p o i n t s  i n  t h e  ( n  - 1 ) - c u b e  a r e  f e a s i b l e  i r ~  

i t  b u t  no  e l e m e n t s  o f  X s a t i s f y i n g  t x  = t o  - 1 a r e .  By Theorem 

3 . 3  t h i s  i m p l i e s  t h a t  t x  > to f o r  a l l  p o i n t s  o f  X i n  t h e  c o r n e r  

p o l y h e d r o n  and t h u s  t h i s  f a c e  o f  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  i s  a  

f a c e  o f  t h e  c o r n e r  p o l y h e d r o n .  1 1 

C o r o l l a r y  3 . 6 .  r m  r ( 2 , r n )  = 2 .  

P r o o f .  F o r  a n y  p r o b l e m  s a t i s f y i n g  n  > 2"- l  a l l  t h e  f a c e s  o f  a  

n o n - d e g e n e r a t e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n  c o n t a i n  ( n  - 1 ) b c u b e s .  Hence 

n-1  Theorem 3 . 5  a p p l i e s  and i n  t h e s e  c a s e s  r ( n ,  m )  < 2  . 1 1  

4 .  C o n c l u s i o n s  

The r a n k  f u n c t i o n  r ( n ,  m), s u g g e s t e d  h e r e ,  i s  l i k e l y  t o  

b e  a  g r o s s  o v e r e s t i m a t e  o f  t h e  o r d e r  o f  c o r n e r  p o l y h e d r a  

r e q u i r e d  t o  g i v e  a n  i n t e r s e c t i o n  wh i ch  i s  t h e  i n t e g e r  p o l y h e d r o n .  

However ,  p r e c i s e  n u m e r i c s  was n o t  t h e  a im  o f  t h i s  p a p e r .  What 

h a s  b e e n  d e m o n s t r a t e d  a r e  some o f  t h e  p o s s i b i l i t i e s  t h a t  c a n  

r e s u l t  f r o m  mak ing  u s e  o f  t h e  l a t t i c e  s t r u c t u r e  o f  t h e  s e t  o f  

i n t e g e r  s o l u t i o n s .  The a n a l y s i s  h e r e  c o u l d  l e a d  t o  t h e  

c o n s t r u c t i o n  o f  a  c l a s s  o f  " d i f f i c u l t "  i n t e g e r  p r o g r a m s ,  t h a t  

i s ,  p r o b l e m s  w i t h  a  h i g h  i n t e r s e c t i o n  o r d e r .  

What h a s  n o t  b e e n  s t u d i e d  h e r e  i s  t h e  f u r t h e r  c o n n e c t i o n  

b e t w e e n  t h e  l a t t i c e  X and  t h e  l i n e a r  p rogramming c o n s t r a i n t s  

E N X  < b ,  x  > 0 ) .  What i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  c o n s t r a i n t s  c a n  

b e  deduced  f r o m  a  know ledge  o f  X? 

From a n  a l g o r i t h m i c  p c i n t  o f  v i e w  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  j u d g e  



how u s e f u l  a n  a p p r o x i m a t i o n  a n  i n t e r s e c t i o n  p o l y h e d r o n  i s  

l i k e l y  t o  b e  w i t h o u t  some c o m p u t a t i o n a l  e x p e r i e n c e  b u t  f r om 

a s t r u c t u r a l  p o i n t  o f  v i ew  i t  i s  hoped t h a t  t h e  a p p r o a c h  o f  

t h i s  p a p e r  w i l l  l e a d  t o  f u r t h e r  i n s i g h t s  i n t o  t h e  n a t u r e  o f  

i n t e g e r  p rog rams .  
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